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Zur Wgrmeausdehnung des Wassers 
v o n  

C. Puschl .  

( V o r g e l e g t  in d e r  S i t z u n g  a m  17, M~irz 1892 0 

Bei dem hohen Interesse,  welches der eigenthtimliche 

Gang der thermischen Ausdehnung  des Wassers  in mehrfacher  
Hinsicht ftir sich in Anspruch nimmt, dtirfte es mir gestattet  

sein, bier auf eine bemerkenswer the  Folgerung  aus A m a g a t ' s  

Versuehen aufmerksam zu  machen, welche aus denselben bis- 

her, wie ich glaube, noch nicht gezogen wurde. 
Haben p , % t die gewOhnliche Bedeutung,  und heisst  ~z 

der Ausdehnungsco~ff icient  in dem Sinne, dass 

dv 
- -  - --  CrY 
dt 

ist, bedeutet  ferner c d ieZusammendrQckbarkei t  und ist sonach 

dv 
@ 

so besteht allgemein die yon mir in fr~heren Aufs~tzen viel- 

fach angewendete  Beziehung 

da dc 

dp d~ 

Man sieht ,  dass, wenn der Ausdehnungsco~fficient  einer 
F1Qssigkeit, wie es gewOhnlich der Fall ist, durch Compression 
abnimmt,  ihre ZusammendrQckbarkei t  du tch  Erw~irmungzu-  
nehmen muss. Nimmt dagegen der Ausdehnungsco~fficient  
durch Compression zu,  so muss die ZusammendrQckbarkei t  
durch Erw~irmung abnehmen;  dies ist der Fall bei VTasser in 
niedriger Tempera tu r  bis 63 ~ . Von den zwei bezfiglichen 
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sogenanntenAnornal ien dieser Fltissigkeit erscheint  sonach die 

eine als nothwendige  Folge der anderen. 
Die e r s t e Anwendung  obiger Forrnel rnachte ich vor vielen 

Jahren,  urn zu zeigen,  dass die Tempera tu r  des Dichternaxi- 

rnurns des Wasse rs  durch Druck sich erniedrigen mfisse. Soil 

n~.mlich, w~ihrend p und t wechseln,  a ~ 0  bleiben, so muss 

da da Up@+ dt d t = o  

sein, und hieraus folgt rnit Benfitzung der aufgestell ten Bezie- 

hung:  
dc dp da 

dt dt dt 

DieAusdehnungsforrnel  von R o s s e t t i  gibt ffir d a s W a s s e r  

irn Dichtemaximurn nahe 

da 1 

dt 60000 

und nach dem jetzt  durch P a g l i a n i  und V i n c e n t i n i  errnittel- 

tern Gange der Zusarnmendrfickbarkeit  c ist ffir denselben 
Punkt  

dc 1 

dt 3000000 

hiermit erh~.lt man ffir die durch Compression bewirkte Ver- 

schiebung des genannten  Punktes  

dp ~ . 50, 
dt 

d.h. ein Druck von50Atmosph~iren schiebt das Dichternaximum 

des Wasse rs  urn 1 ~ abw~irts. Ungefiihr gleich gross berechnet  

sich nach A r n a g a t  der Druck,  welcher  durchschnit t l ich die 
Ternperatur  des Minimums der Zusarnmendrfickbarkeit  urn 1 ~ 

erniedrigt. 
Da ffir das Wasse r  bei 63 ~ dieZusarnmendrfickbarkei t  ein 

Minimum wird, so ist dann 

da dc 
~ 0 ;  

dp dt 
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da 
derWerth v o n ~  nimmt folglich durch Erh6hung der Tem- 

c~y 

peratur yon deljenigen des Dichtemaximums bis auf 63 ~ also 
fib" ein Intervall yon 50 ~ um einen Betrag 

1 

3000000 

ab und  es ist  sonach  fth" dieses Tempei :a tur in terva I1  durch-  

sch i~ i t t l i ch 

cl~a 1 
dpdt - -  177000000" 

da 
Hieraus fo]gt erstens, dais der Quotient ~ durch Com- 

pression abnimmt; d i e V e r s u c h e A m a g a t ' s  bestEtigen dies, 
indem sie zeigen, dass die Zunahme yon a b e i  Erh6hung der 
Tempel'atur desto kleiner ausfS.llt, je stS.rker der obwaltende 
Druck ist. Zweitens ist zugleich die Gr6sse der Abnahme 
bestimmt, weIche der genannte Quotient durch den Druck einer 
Atmosphb.re erftthrt, und es l~sst sich daher die Compression 
angeben, welche erforderlich wttre, um denselben auf Null zu 
bringen. Es sei P der dies bewirkende Druck, so ergibt sich 
bei 4 ~ 

177000000 
P . . . .  ---- 2950, 

60000 

dem st~rksten yon A m a g a t  wirklich angewendeten Drucke 
yon 3000 Atmosphtiren fast gleichkommend. 

Es ist eine bekannte, die YV~rmeausdehnung des Wassers 
betreffende Thatsache, dass der Betrag, um welchen der Quo- 

dv 
tient ~ dutch eine gleiche Temperaturerh6hung zunimmt, 

d~v 
also der zweite Differentialquotient d-Tf., ffir das ganze Intervatl 

der gew6hnlichen Versuche (zwischen Gefrier- und Siedepunkt) 
mit steigender Temperatur nicht grSsser, sondern kleiner wird. 
Gieiches gilt demzufolge auch yon dem Verlaufe des Quotien- 

da 
ten ~ft' Man kOnnte auch dies eine Anomalie nennen. 
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Bei 30 ~ z. B. finder sich ann~ihernd 

dc~ 1 

dt  1 t 0 0 0 0 '  

also viel kleiner als bei 4 ~ Ftir jene hBhere T e m p e r a t u r  wird 

somi t  

177000000 
_P - -  - -  = 1610, 

110000 

dcL 
d. h. u m ~  auf  Null zu br ingen,  reicht bei 30 ~ schon ein 

Druck von 1610 Atmosph~iren bin. Der zum Nullwerthe jenes  

Quot ienten gehSrige Druck n immt also mit s t e igende r  T e m p e -  

ratur  ab, woraus  folgt, dass  der zugehbr ige  V~Zerth yon a f~r 

die beziigliche T e m p e r a t u r  bei cons tan tem Drucke ein Maxi- 

m u m  ist. 
da  ' d2"o. 

W e n n  j ~ v e r s c h w i n d e t ,  so muss  man, u m ~  auf Null 

zu bringen, nach  der FormeL 

( d 2 V  - -  "L' a~ 2 -l"- 

d &  - -  d t /  

den Druck noch um etwas erh6hen, u n d e s  ist folglich der zum 

dv 
Max imum yon ~-geh~Srige Druck bei 4 ~ und bei 30 ~ um etwas 

grSsser  als der ffir diese Tempera tu r en  berechnete,  zum Maxi- 

m u m  von a gehBrige Druck P. Der Unterschied  bel~iuft sich 

bei 4 ~  wei! a b e i  dem beziigl ichen Wer the  von P durch Com- 

press ion nicht merkl ich w~tchst, auf 26 Atmosph~iren. 

Nach dem Gesagten  wfird e fiiir W a s s e r  unter  demDrucke  von 

d v  
3000 Atmosph~ren  der Q u o t i e n t ~ -  als Funct ion  der T e m p e -  

ratur  jedenfal ls  nahe  bei 4 ~ ein Max i m um  haben  und yon da 

an durch E r w ~ r m u n g  abnehmen.  Allein es k o m m t  noch in 

d~cz 
Betracht ,  dass  der oben benfitzte Wer th  yon - -  sich auf  

@ dt 
Versuche  fiber die Zusammendr ( i ckba rke i t  grtindet, bei denen 

nur m/issig grosser  Druck in A n w e n d u n g  kam. Da aber  
thats~ichlich~ die Zusammendr f i ckbarke i t  durch Compress ion  
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abnimmt,  so wird t iberhaupt  der Einfluss ,  welchen  der Druck 

einer Atmosphtire auf  das Verhalten des W a s s e r s  austibt, 

desto ger inger  sein, je grSsser  der Druck berei ts  ist, und es 

da 
wird folglich die Compression,  welche nSthig ist, um j /  auf  

Null zu bringen, bei 4 ~ und 30 ~ sicher erheblich gr6sser  sein, 

als zuvor  berechnet  wurde.  Demnach  wird man  also erwarten 

mt issen ,  dass  bei dem Drucke von 3000 Atmosph~iren das 

dv 
Maximum v o n T / n i c h t  auf  ungefiihr 4 ~ sondern  auf  eine 

entschieden h6here T e m p e r a t u r  fiillt, dass  somit  bei d iesem 

dv 
Drucke - ~  durch Erw/ i rmung yon 4 ~ an bis zu einem gewissen  

Punkte noch wtichst  und erst weiterhin abnimmt.  

Es  scheint  mir nun,  dass  die Ex is tenz  dieses aus  dem 

bekann ten  sons t igenVerha l t en  des W a s s e r s  erschlossenen,  bei 

s ta rker  Compress ion  erscheinenden Max i m ums  seiner  W~irme- 

a u s d e h n u n g  auch aus  den Resul taten d e r V e r s u c h e  A r e a  gaffs  

unve rkennba r  hervorgeht .  Folgende Tabel le  enth/ilt die von 

A m a g a t  gefundenen W~irmeausdehnungen  pro Grad fiir die 

beigeffigten Drucke und Temperatur in terval le .  1 

Druck (Atmosph/iren) 1 1000 2000 3000 

0 ~  ~ 0"000012 0"000250 0"000352 0"000383 

0 0 - - 3 0  ~ O" 000138 0 000302 0"000382 O" 000415 

0 0 - - 5 0  ~ O' 000236 0"000347 O' 000408 0"000413. 

Berechnet  man hieraus die W~irmeausdehnungen  b e i  

3000 Atmosphi i ren ftir die Intervalle 1 0 ~  ~ und 3 0 ~  ~ 

so ist in der Z u s a m m e n s t e l l u n g :  

0~ ~ 10~ ~ 300__50 ~ 

O" 000388 O" 000431 O" 000410 

eine anfiingliche Z u n a h m e  und schtiessl iche Abnahme  der 

W~irmeausdehnung  mit s t e igende rTempera tu r  bei dem genann-  

ten Drucke gent igend deutlich ausgesprochen .  

Ich entnehme diese Tabelle aus Wied. Beibl. Bd. XII, S. 324. 
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Aus obiger Tabel le  folgt ein gleicher Schluss  noch in 

anderer  Weise .  Bei der Compress ion  von 2000 auf  3000 Atrno- 

sphiiren nimrnt die W~irrneausdehnung zwischen  0 ~ und 10 ~ 

um 31 Einhei ten der sechs ten  Decimale,  zwischen  0 ~ und 50 ~ 

aber  nur urn ftinf solche Einhei ten zu; dies komrnt daher, dass  

sie in der N~ihe yon 50 ~ schon verh~.ltnissm~issig s tark  durch 

Compress ion  abnirnmt. Da nun dieselbe irn ersteren Intervalle 

bei 3000 Atmosph~iren station~ir wird und ihre weiterhin wabr-  

scheinlich eintretende Abnahrne  nut  eine sehr  langsame sein 

kann ,  w o g e g e n  sie gleichzeit ig,  wie gesagt ,  bei 50 ~ in einer 

s ta rken  Abnahrne begriffen ist, so ist klar, class es nur einer 

wei teren Compress ion  bedtirffe, urn zu bewirken,  dass  sie zwi- 

schen 30 und 50 ~ nicht nur  kleiner ausfiele als bei den rnittleren 

Tempera tu ren ,  sondern auch  kleiner als zwischen  0 ~ und 10 ~ Ich 

halte diesen Schluss  ffir durchaus  zwingend  und glaube dem- 

nach, dass  das Auftreten eines Max i m um s  der W~irmeausdeh- 

hung  des W a s s e r s  bei s tarker  Compress ion  durch A r n a g a t ' s  

Versuche  bereits  wirklich erwiesen ist. 

Dass  der eigenthfimliche Verlauf  der thermischen Ausdeh-  

nung  des s tark  comprimir ten  W a s s e r s  rnit dern bekannten  

gewOhnlichen Verlaufe derselben in Z u s a m m e n h a n g  steht ,  ist 

schon aus  obiger Dar legung ersichtlich. In d e r T h a t  ist der eine 

wesent l ich durch den anderen bedingt, wie fo lgenderGedanken-  

gang  n~her begrf inden wird. 

Wie  erw~hnt  wurde,  ist ffir das V~rasser die Zunahrne von 

a rnit s te igender  Ternpera tur  zuers t  eine verz/Sgerte. Da nun 

diese Or6sse in hinreichend hohen Tempera tu ren ,  wie bei an- 

deren Flf issigkeiten,  auch bei W a s s e r  eine beschleunigte  Zu- 

nahme  zeigt,  so muss  es selbstverst~ndlich eine T e m p e r a t u r  

geben ,  bei welcher  jene anf~ingliche VerzSgerung  in eine 

da 
Besch leun igung  fibergeht, wo daher  der  Quotient  ~ -  ein Mini- 

m u m  und a selbst  e i n e n W e n d e p u n k t  hat. Bei einer e twas tie- 

dv 
feren T e m p e r a t u r  hat  auch ~ -  einen W e n d e p u n k t  und dieser  

wfirde nach  der R o s s e t t i ' s chen  Forrnel ungef~.hr auf  130 ~ treffen. 

Man denke sich n u n W a s s e r  unter  en t sp r echendemDrucke  

bis z u r T e m p e r a t u r  d e s W e n d e p u n k t e s  yon a erw~.rrnt, wo also 
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d~a 
dt ~ ~ - 0  

ist. Drflckt man die Fifissigkeit dann stS.rker zusammen,  indem 

man zugleich die Tempera tur  so regulirt ,  dass a immer m 

seinem Wendepunk te  und folglich die vors tehende Bedingung 
erfflllt bleibt, so nimm~ nach der bezfiglichen Formel 

da' d~a 
d = dpd-- dP 

da 
der Wer th  yon dl ab; er muss daher bei genfigender  Coln- 

pression Null werden. Dann ist 

da d2c~ 
d ~ t -  dt ~ ~ O, 

d. h. hier befindet sich a in einem Halt- und Wendepunkte .  

Von diesem Zustande aus geht  je tz t  ein Maximum yon a 
gem~iss der Bedingung 

d~-a d2a 
dt ~ dt + ~ dp = O 

bei Zunahme des Druckes auf tiefere und ein Minimum auf 
hShere T e m p e r a m r e n  fiber: ersteres wird daher  endlich bis 

auf  niedrige T e m p e r a m r e n  herabgedrfickt  erscheinen 
Das bezfigliche Verhalten des comprimirten Athers betref- 

fend, dfirfte gleichfalls die Bemerkung am Platze sein, dass 

nach einer von H i r n  experimentell  ermittelten Formel die 

WS.rmeausdehnung dieser Flfissigkeit bei 25 ~ einen Wende-  
punkt  zeigt. Ein solcher scheint f iberhaupt bei keiner fiflssigen 
Substanz  zu fehlen, obwohl  dessen Lage eine sehr verschie- 
dene sein kann. 

Die Gr6sse des Druckes,  wodurch  nach dem Gesagten 
neben einem Wendepunk te  auf  jeder  Seite ein Hal tpunkt  der 
thermischen Ausdehnung  zum Vorschein kommt, hS.ngt natfir- 
lich von der Beschaffenheit  der bezCtglichen Substanz ab; 
daher kann es Fltissigkeiten geben, bei welchen ein Maximum 
der W~.rmeausdehnung und ein bei h6herer  Tempera tu r  
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folgendes  Minimum derselben schon unter  dem gewShnl ichen 

Drucke,  also in den betreffenden empir ischen A u s d e h n u n g s -  

formeln erscheint.  

Z u m  Schlusse  er laube ich mir noch den Z u s a m m e n h a n g  

he rvorzuheben ,  weIcher  zwischen  dem Minimum der Zusam-  

mendr t ickbarke i t  des W a s s e r s  und dem als Haup tanomal i e  

betrachteten M a x i m u m  seiner Dichte besteht.  

Das Volumen einer Fl(issigkeit  ist offenbar durch zwei  

intensive innere Kr~fte bedingt  : eine ausdehnende  Kraft ~" und 

eine z u s a m m e n z i e h e n d e  Kraft  q, deren Differenz dem gtusseren 

Drucke p das Gleichgewicht  hgtlt. Man hat  sonach  

p--- r--q. 

Befindet sich die Flfissigkeit  in einem Dich temaximum,  

so ist bei E r w ~ r m u n g  um dr, weiI das Volumen constant  
bleibt, 

(dr,~ dq 

Es sei die obwal tende  T e m p e r a t u r  diejenige,  bei welcher  

das D ich t emax im um  einem nulIgleichen Drucke entspricht ,  so 

wird ftir dasse lbe  # = q  und man  hat  

1 [ c l~  __ 1 [dq~ 
-7,,dtj v j' 

d. h. die zwei inneren Kr~.fte nehmen  in diesem Falle durch 

Erwtirrnung,  wShrend das Volumen cons tant  bleibt,  in einem 
gleichen VerhSltnisse zu. 

Es werde  nun das Volumen  v der im Dich temax imum 

unter  nullgleichem Drucke  a n g e n o m m e n e n  FlCtssigkeit bei 

derselben T e m p e r a t u r  um Av comprimirt .  Der dazu  nSthige 
Av 

Druck is_t, wenn  e den Elast ici t / i tsmodul bedeutet ,  ---~ - -  e nnd  
v 

man hat ,  wenn  die Kri~fte r u n d  q durch die Volumverminde-  
rung  in R und O ( ibergegangen  sind: 

kv  
- - e ~ R - - Q ;  
5) 
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erw~.rmt man aber die FItissigkeit zuvor  urn dr, wobei ihr 

Volumen v constant  bleibt, und drtickt man sie erst dann um 
Av zusammen,  so resultirt die Differentialgleichung 

7o \ dr/ , ~ )  \ ~ , )  " 

Ist Av klein genug,  dass man die comprimirte Fltissigkeit  

ohne merklichen Fehler  als im Dichtemaximum befindlich 

ansehen kann, so haben die nahegleichen Krb.fte R und Q durch 
die Erwb.rmung um dr, wfihrend das beztigliche Volumen con- 

stant  blieb, nahe in einem gleichen Verhllltnisse Zugenom men 
und man kann daher 

1 ;dR~ 1 (dQ,~ 

setzen;  hieraus folgt aber 

R 

und somit ergibt sich aus obigen Formeln die einfache Beziehung 

1 ( d e \ _  1 ~dR\ 
v - 

oder, weft man wegen Kleinheit des Unterschiedes R mit r 
ver tauschen kann:  

V t d t )  = 7  27 ' 

d. h. der Elasticit~itsmodul weohselt im Dichtemaximum durch 
Erw~irmung nahe in demse!hen Verh~iltnisse wie die innere 
Ausdehnungskra f t  und nimmt folglich mit der Tempera tu r  zu. 
Die Zusammendrl ickbarkei t ,  welche nichts anderes als der 
umgekehr te  Elasticit~tsmodul ist, nimmt demgemb.ss mit stei- 
gender  Tempera tu r  ab und muss  dabei endlich ein Minimum 
werden.  Man kann also fiberhaupt sagen, dass e inemMaximum 

derDiohte  jedesmal  bei einer h6he renTempera tu r  ein Minimum 
der Zusammendrt ickbarkei t  vorausgehen muss. 

Man daf t  aber nicht umgekehr t  schliessen,  dass eine 
Fltissigkeit, deren Zusammendrt ickbarkei t  durch hinreichendes  
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Erkal ten ein Minimum wird, bei einer tieferen Tempera tu r  

auch ein Maximum der Dichte erreichen mtisse. Unterhalb des 
ers tgenannten Punktes  n~mlich nimmt die GrSsse a bei allen 

Tempera turen ,  und zwar bei den niedrigsten am meisten, dutch 

Compression zu;  man kann daher  in jedem Falle, wenn  a bei 
dem obwaltenden Drucke durch Erkal ten negativ wtirde, durch 

blosse Compression bewirken,  dass diese Gr6sse bei allen 
Tempera turen  positiv bleiben muss. Es ist dann also nur  die 

Gr6sse des Druckes (oder der Verdiehtung),  was den Eintritt 
eines Dichtemaximums ausschliesst .  Der Grenzdruck,  unter- 

halb dessen ein solches eintreten kann,  h~ingt v o n d e r  Natur  

der Substanz ab; es kann daher Fltissigkeiten geben,  welche 

schon bei dem gew6hnl ichen Drucke dutch Erkal ten zwar  ein 
Minimum der Zusammendrt ickbarkei t ,  aber kein Maximum der 

Dichte erreichen. Ein solches k6nnte diesfalls nut  herbei- 

geftihrt werden ,  wenn  es m~glich w~ire, die bez~glichen Sub- 

s tanzen mechanisch  auszudehnen  oder unter  einem negativen 
Drucke zu erhalten. 

Es bedarf  kaum der Erw~ihnung, dass der aufgestellte 
Zusammenhang  auch ftir feste K6rper, also ftir Substanzen gilt, 

welche eine mechanische Ausdehnung  wirklich zulassen. �9 


